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第 3.5 章概率密度函数的估计，全部内容都是我之后加的，考虑第三章内容太多，所以就新开了⼀个 3.5 章，这⼀章
是我觉得⾮常⾮常重要的知识点。夸张⼀点说，  最⼤似然估计撑起了  理论推导的半边天，所以这部分理
解很重要，可以多花些时间。变分推断，  ⽐较难，可以看完全部内容后再回来看。



数据科学的课堂上并没有这部分内容，⽽是把这部分穿插在了 4,5 两章，但是模式识别的⽼师讲了(虽然模式识别讲的
顺序我觉得很有问题)。原则上是选看，但是我觉得不看 3.5 章理解 4,5 两章可能会存在⼀定困难，尤其是经典的抛硬
币问题，⾮常推荐⼤家在⽼师讲基本的回归分类算法前看⼀下。变分推断会⽐较难，看不懂没关系，因为我也不太
懂...

1. 概密函数估计概述  

概率密度函数估计的思想，被⽤在⾮常多的机器学习⽬标函数推导中。在基础的线性回归及其正则化，逻辑回归，⻉
叶斯决策中，处处可⻅其影⼦。本章介绍的内容⾮常重要，是理解之后的监督学习中算法的必要基础。

我们通常假设某些训练集(随机变量)服从某种概率分布  ，但其分布的参数  是未知的。⽽参数估计算法，则需要
根据⼀组服从此概率分布的样本，来估计出概率分布的参数。⾮参数估计算法，则不知道  的分布，通过不同的采
样策略采样样本，计算采样的  来拟合  。



1.1. 算法分类  

对于已知概率密度函数形式的问题(参数估计)，通过最⼤似然估计，最⼤后验估计，⻉叶斯估计等算法可以解决。

对于不指定概率密度函数形式的问题(⾮参数估计)，通过  近邻，以及基于  窗的  算法
等⽅法可以解决。

1.2. 独⽴同分布假设( )  

对于两个随机变量  ，如果  ⼏乎处处成⽴(不成⽴点为有限集或⽆限不可数集)，则称它
们相互独⽴。

对于  维随机向量  ，如果  ⼏乎处处成⽴，则称它们相互独⽴。

如果⼀组随机变量之间相互独⽴，且服从同⼀种概率分布，则称它们独⽴同分布(
)。

在机器学习中，⼀般假设各个样本之间独⽴同分布。如果样本集(观测数据)  独⽴同分布，均服从概率
分布  ，则 ，  。因此它们的联合概率(似然概率)为：

即直接让每次观测到的数据相乘，就得到了似然概率。在概密函数估计，以及各种  算法中，经常使⽤这个
假设，以简化联合概率的计算。

2. 最⼤似然估计( )  

2.1. 原理  

最⼤似然估计( )为样本构造⼀个似然函数，通过让似然函数最⼤化，
求解出参数  。

最⼤似然估计的直观解释为，寻求参数的值使得给定的样本集出现的概率(或概密函数值)最⼤。有监督学习问题从概率
的⻆度便可以这样描述，即当给出了标签和训练集  ，求使得  最⼤的参数  。在Lesson 4 监督学习
之回归(Linear, NonLinear, Lasso, Ridge, Generalization)线性回归的均⽅误差，以及Lesson 5 监督学习之分类
(Perceptron, Fisher, Logistic, Softmax, Bayes)逻辑回归的交叉熵误差推导中，⽬标函数本质上就是⼀个最⼤似然过
程。

最⼤似然估计认为使得观测数据(样本集)出现概率最⼤的参数就是模型的最优参数，这⼀⽅法也体现了"存在即合理"地
朴素哲学思想：既然这组样本出现了，那么它们出现的概率理应是最⼤化的。

假设样本服从概率分布为  ，其中  为随机变量，  为需要估计的参数。给定样本集  ，已知 
 是给定参数  时，样本满⾜的概率分布，也就是样本  的概率函数(似然函数)。假设样本满⾜独⽴同分布假

设，其多个样本的联合概率函数为：

这个联合概率就是所有样本的似然函数，其中  为已知量，  为待确定的未知数，似然函数是优化变量  的函数：



⽬标是让这个函数的值最⼤化，这样做的依据是这组样本出现了，因此应该最⼤化它们出现的概率。即求解如下的最
优化问题：

求解驻点⽅差可以得到问题的解。但是乘积求导不易处理且容易造成浮点数溢出，所以将似然函数取对数，得到对数
似然函数：

它是⼀个增函数，因此最⼤化似然函数等价于最⼤化对数似然，最后求解的最优化问题为：

这是⼀个不带约束的最优化问题，⼀般情况下可以直接求得解析解，也可以⽤梯度下降或者⽜顿法来求解。对于离散
型或者连续型概率分布，这种处理⽅法是统⼀的。

⼀般情况下似然函数是凹函数，因此有全局极⼤值点。

2.2. 伯努利分布最⼤似然参数估计  

对于伯努利分布  ，有  个样本，取值为  的有  个，  的有  个，因此样本集的似然函数为：
 。

其对数似然函数为：

对  求导并令导数为  ，可以得到：

2.3. 正态分布最⼤似然参数估计  

对于正态分布  ：

有样本集  。其似然函数为：



其对数似然函数为：

对  求偏导并令其为  ：

解得：

这和正态分布的结论是类似的，其最⼤似然估计得到的均值是样本集的均值，⽅差为样本集的⽅差。

对于  维正态分布  ：

给定⼀组样本  ，其对数似然函数为：

对  求梯度并令梯度为  ：

两边左乘  ，可以解得：

对  的求解更加复杂，因为他要满⾜对称正定性的约束条件，可以解得：



这与⼀维正态分布的最⼤似然估计结果在形式上是统⼀的。

3. 最⼤后验估计( )  

3.1. 原理  

最⼤似然估计将参数  看做确定值(待优化的普通变量)，通过最⼤化对数似然函数来确定其最优值。⽽最⼤后验估计(
) 则将  看做随机变量，假设  服从某种概率分

布，通过最⼤化后验概率  来确定其值，其中⼼思想是是的在样本出现的条件下，参数的后验概率最⼤化。求解
时需要假设参数  服从某种概率分布(即引⼊了  的先验分布)。

通俗地说，最⼤似然估计优化的是似然函数  ，⽽最⼤后验估计优化的是函数  。  为先验知
识，也就是  服从的分布。  正则化采⽤的就是最⼤后验估计的思想，即在线性回归 / 逻辑回归最⼤似然的基础
上，引⼊了  的先验知识，最⼤化后验概率。

假设参数服从概率分布  。根据⻉叶斯公式，参数对样本集的后验概率(即已知样本集  的条件下参数  的条件概
率)为：

 即给定参数值时样本的概率分布，就是  的概率密度函数或概率质量函数，可以根据样本的值  进⾏计算，
与最⼤似然估计是⼀致的。  ⾮确定值，⽽是随机变量。根据Lesson 5 监督学习之分类(Perceptron, Fisher, Logistic, 
Softmax, Bayes)的⻉叶斯决策的思想，可以简化分⺟计算(与  ⽆关)，因此最⼤后验概率等价于：

如果  服从均匀分布，该项为常数，最⼤后验估计等价于最⼤似然估计。其他的主要区别就是先验项  。

3.2. 伯努利分布最⼤后验参数估计  

对于上⾯的伯努利分布，同样假设有  个样本，取值为  的有  个，  的有  个。引⼊先验，假设参数  服从
正态分布  ，则⽬标函数为：

其对数为：

对  求导并令导数为  ：

可以得到  的值。



3.3. 正态分布最⼤后验参数估计  

假设有正态分布  ，均值  未知，⽅差  已知。由⼀组采样⾃该分布的独⽴同分布样本  。假设
不确定参数  服从正态分布  ，最⼤后验概率估计的⽬标函数为：

其对数为：

最⼤化此⽬标函数等价于最⼩化如下函数：

对  求导并令导数为  ，可以解得；

这就是均值的最⼤后验估计结果。如果忽略上式的分⼦和坟墓的第⼆部分，及假设  的⽅差  为  ，则均值与最⼤
似然估计的结果相同，此时  退化成⼀个确定值。

⽅差的最⼤后验估计的计算过程，和均值类似。只是此时均值是确定值，⽅差满⾜某种概率分布。

4. ⻉叶斯估计  

⻉叶斯估计和最⼤后验概率估计的思想类似，区别在于它需要考虑分⺟的积分结果，并且它不求出参数具体的值的表
达式，⽽是求出参数所服从的概率分布。

注意⻉叶斯决策(分类)和⻉叶斯估计的区别。⻉叶斯决策的训练部分，根据训练集给出的  和  来得到模型的分布和
概密函数，测试部分，在测试集上⽐较样本对于不同类的后验概率⼤⼩来进⾏分类，可以不考虑分⺟的积分。⻉叶斯
估计是参数估计问题，根据给出的  的先验分布和似然函数，可以得到  所服从的后验概率分布，需要考虑分⺟的积
分。

参数  的后验分布为：

 为先验分布，  为给定参数时样本的概率分布。考虑分⺟的全概率公式，这⾥得到的是参数的概率分布，
通常取其数学期望作为参数的估计值：

可以通过变分概率来近似计算参数的后验概率。



5. 变分推断( )  

概率图模型常⽤于通过已知变量向未知变量的推断，这部分介绍的变分推断，多种采样算法，以及Lesson 10 随机过
程与强化学习介绍的的隐⻢尔科夫模型，都是典型的概率图模型。常⽤于计算隐变量。

统计推断就是在根据观测变量  计算隐变量  的条件概率，即后验概率  。根据⻉叶斯公式：

⻉叶斯决策和⻉叶斯估计都是基于这个式⼦。上式的分⺟计算复杂，离散型概率需要对隐变量求和，连续型概率需要
通过对联合概密函数  求积分得到边缘概率  。即：

前⾯提到，这⾥的困难是分⺟的积分很难计算，尤其是  为⾼维向量、联合概率函数⽽不是某些特定类型的函数的情
况下，这个多重积分难以得到解析解。数值积分法计算⾼维积分也存在困难。因此可以通过依赖随机数采样的蒙特卡
洛算法，和不依赖于随机数的变分推断，对分⺟近似求解。

变分推断⼜称为变分⻉叶斯，他构造需要计算的概率分布  的⼀个近似分布  ，最⼩化⼆者的  散度
(Lesson 7 信息论与决策树)以得到  ，此即原本需要计算的概率分布的近似值。 即⽤⼀个变分分布来近似隐变量  
的条件概率。

⽤  散度衡量⼆者的分布差异。变分推断的⽬标即找到⼀个概率分布 ，使得它和要计算的后验概率分布 
 的  散度最⼩化：

 ，并且根据第七章  散度的定义有：

 与  ⽆关，  作为概率函数积分为  ，因此有：

上式变形为：

继续变形可以得到：



其中，  称为变分下界函数，或者证据下界( ) ，进⼀步可以分解为：

这也是变分⾃编码器( )中的损失函数表达。上式中，  为⾃动编码器 
 中的重建损失，  即学习  和限定分布  的相似性。

⽽  和  通常易于计算。所以根据上式，最⼩化  等价于最⼤化  。可以限定 
 的分布，⽐如说正态分布，然后优化  。这样就将泛函优化问题转为了⼀个函数优化问题，优化变量为概

率分布  的参数。

 使⽤正态分布是因为它的⽀撑区间是  ，在整个区间的概率密度函数值⾮  ，且两个正态分布之间的  散
度可以得到解析解。

在Lesson 7 信息论与决策树证明了  ，当且仅当两个概率分布完全⼀致时，值为  ，所以  是 
 的变分下界：

总结：变分推断的⽬标是使已知分布的  能接近想要的后验概率分步  ，等价于最⼩化  之间的 
 散度。⽽最⼩化散度等价最⼤化  ，这个优化问题通常更好求解。这也是变分⾃编码器的思路。

最⼤化  可以最⼤化对数似然  的值，以实现最⼤似然估计。这也是  算法的思路，  项的 

 即为  算法  步中构造的数学期望  。

6. 经典的抛硬币例题(三个参数估计算法的关系)  

假设⼀个抛硬币实验，假设正⾯向上设为  的概率为  ，反⾯向上设为  概率为  。 我们进⾏了  次实验，
得到两次正⾯，⼀次反⾯，即序列为  。

1. 使⽤最⼤似然估计求  的估计值。
2. 假设  的先验概率是服从 ，⽤最⼤后验概率估计  的值。
3. 假设  的先验概率是服从  ，求⻉叶斯估计的  的分布。

解：⻉叶斯公式为：

样本的条件概率密度为满⾜伯努利分布，即：



假设样本满⾜独⽴同分布假设，即 ，  。则根据观测数据，可计算联合概率分
布(条件似然概率)为：

1).最⼤似然估计，即求解似然概率取最⼤值时，  的值：

令  ，得到  。

2).最⼤后验估计，即在最⼤似然估计基础上，引⼊  的先验分布。或者说在⻉叶斯估计的基础上，简化分⺟求解：

令  ，得到  。

3).⻉叶斯估计，即在最⼤后验估计基础上，考虑分⺟积分，不求出  的确切值，⽽值求出参数所服从的概率分布：

这就是  的分布表达式，可证明  服从  分布。

对于  分布：

其中

所以，当  时，  ，因此可证先验概率  满⾜  分布。

求解分⺟积分：

所以：

因此，根据  分布的公式，此时根据样本估计的  ，同时可证参数  服从  分布。



7. ⾮参数密度估计⽅法的选择  

前⾯介绍的参数估计⽅法需要已知概率密度函数的形式，算法值确定概率密度函数的参数。但是对于很多应⽤情况，
我们⽆法给出概率密度函数的显式表达式，所以此时可以⽤概率密度的⾮参数估计法。⼀般有两种⽅法，  窗
法和近邻算法。

⾮参数估计⽅法主要解决的问题是，从服从  分布的总体中抽取⼀定样本，使得估计出的  能近似收敛到 
 ，即：

其中，  。  为样本点总数，  为包含  的⼀个⼩区域  的体积，  为落在此区域⾥的样本数。

设有⼀系列包含样本的区域  ，某个区域  包含  个样本，  为  的体积，  为  

的第  次估计。

如果  ，  ，  ，则可以认为  。

针对⾮参数密度估计，有两种选择策略，固定体积 ，和固定某个  的近邻  的个数。

 窗法通过固定窗⼝⼤⼩，即  ，同时使⽤不同的核函数  对窗中样本个数的  和  加以限制，

以保证收敛。

⽽  近邻则不同，它通过固定每个窗中拥有样本的个数  ，让窗⼝⼤⼩  刚好包含样本  的  个近邻，以进⾏
⾮参数密度估计。

8. 核密度估计( ，  窗法)  

核密度估计( )也称为  窗技术，是⼀种典型的⾮参数估计法。它⽆需
求解概率密度函数的参数，⽽是⽤⼀组标准函数的叠加来表示概率密度函数。

有  维空间中的样本点  ，它们服从某⼀未知的概率分布。给定核函数  ，在任⼀点  处的概
率密度函数的估计值根据所有的样本点计算：

 是核函数的窗⼝半径，是⼈⼯设定的正参数。核函数要保证函数值  随着待估计点  离样本点  的距离
增加⽽递减。根据这⼀原则，如果  附近的样本点秘籍，则该点处的概率密度函数的估计值更⼤；如果  附近的样本
点稀疏，则概率密度函数的估计值⼩。这也符合对概率密度函数的直观要求。系数  是为了确保  的积分为  

，使得它是⼀个合法的概率密度函数。其中  对应着  个求和项；  是为了确保核函数进⾏了  维换元之后的积分

制为  ，即：

核函数能确保积分值为  。



证明：如果令  ，其逆变换为  ，此换元的雅克⽐⾏列式(每个元素为对应的元素偏导)

使⽤雅克⽐⾏列式计算多重积分的换元法，因此有：

8.1. 常⽤窗函数  

常⽤核函数是径向对称核( )：

其中  为核的剖⾯( )函数，是  的减函数且对点  关于原点径向对称，这也是径向对称核这⼀名字的
⼜来。归⼀化常数  确保  的积分为  ，此常数根据具体的核函数⽽定。

 剖⾯函数定义为：

其对应的径向对称核称为  核，定义为：

其中  是  维单位球的体积。  剖⾯函数在  处不可导。

⾼斯核的剖⾯函数定义为：

其对应的多变量⾼斯核( )为：

它的归⼀化系数为  ，因为  。

这就是标准的多维正态分布。

借助剖⾯函数，  可以写成：



对于计算机视觉的⽬标跟踪，聚类，图像分割等，需要计算核密度函数的极⼤值点。如果使⽤梯度上升法求解该问
题，就能得到著名的  均值漂移算法(第⼋章Lesson 8 ⽆监督学习(聚类, 信号分解, 流形降维))。

9.  近邻法( )  

 其实是⼀种典型的监督学习算法。但是它并没有学习的过程，⽽是直接让某⼀个测试集基于到不同类别的训练
集的距离的相似性度量来分类。

⼀个样本与数据集中的  个样本最相似， 如果这  个样本中的⼤多数属于某⼀个类别， 则该样本也属于这个类别。
具体来说即每个样本都可以⽤它最接近的k个邻居来代表。这就是  的核⼼思想

 分类算法的分类预测过程⼗分简单并容易理解：对于⼀个需要预测的输⼊向量  ，我们只需要在训练数据集
中寻找  个与向量  距离最近的样本(带标签)的集合，然后把  的类别预测为这  个样本中类别数最多的那⼀类。结
构化描述如下：

计算待分类点与已知类别的点之间的距离。
按照距离递增次序排序。
选取与待分类点距离最⼩的  个点。
确定前  个点所在类别的出现次数。
返回前  个点出现次数最⾼的类别作为待分类点的预测分类。

有关距离的度量，有多种⽅式，  范数也可以作为距离的度量标准。

⽽  密度估计法，即根据  的近邻数，将样本分⼊不同的窗中，进⾏密度估计。根据总样本数，确定参数  
，即确定即在中样本数为  时我们要求每个区域内拥有的样本的个数。在求  处的密度估计  时，我们调整包含 

 的区域的体积，直到区域内恰好落⼊  个样本，并⽤下式来估计  ：

这样，在样本密度⽐较⾼的区域的体积就会⽐较⼩，⽽在密度低的区域的体积则会⾃动增⼤，这样就能够较好的兼顾
在⾼密度区域估计的分辨率和在低密度区域估计的连续性。

为了取得好的估计效果，需要选择合适的  和  的关系，⽐如可以选择  ，  为可变参数。

半监督学习中的标签传播算法(  )使⽤的核函数(距离度量的⽅式)就有  和⾼斯窗(  径向基)。

 算法更改标签的原则是选择与其相连的节点中所属标签距离最近的社区标签为⾃⼰的社区标签。即对没有标签的
样本，通过核函数的密度估计来打上标签。不同的核函数代表距离度量的⽅式不同。详细的过程可以参考个⼈专栏的 

 的图卷积神经⽹络教程。



11. ⾼斯分布( )与⾼斯混合模型( )  

⼀维正态分布  

也称⾼斯分布( )，其概密函数为：

其中  和  分别为均值和⽅差，令  ，可得该函数在  上积分为  。

显然，其关于数学期望  对称，且在该点存在极⼤值。在远离该点数学期望时，值单调递减。
 。现实中的很多数据，⽐如⼈的体重身⾼寿命等，近似服从正态分布。

如果随机变量  服从均值为  ，⽅差为  的正态分布，记为  。当  ，此时为标准正态
分布，概密函数为

这是⼀个偶函数，其形状像钟，因此也称为钟形分布。

均值决定了峰值出现的位置，⽽⽅差决定了曲线的宽和窄，⽅差越⼤，曲线越宽。

正态分布  的分布函数为

 的不定积分不是初等函数，因此该函数⽆解析表达式。

根据分布变换，假设  服从标准正态分布  ，则  服从  。相反，假设  服从 
 ，则  服从标准正态分布。



正态分布的  置信区间定义为  ，随机变量落⼊该区间概率为 
 。在  的概率分别为  

。

使⽤换元法和分布积分法，令  ，根据数学期望定义：  可得期望为  ，根据⽅差定

义  可得⽅差为  ，标准差为  。

中⼼极限定理指出，正态分布是某些概率分布的极限分布。其具有  的⽀撑区间，且在所有定义于此区间的
连续型概率分布中，正态分布的熵是最⼤的。多个正态分布的加权组合可构成⾼斯混合模型，它可以逼近任意连续型
的概率分布。正态分布可以⽣成随机数。其熵和  散度的计算在Lesson 7 信息论与决策树中会详细阐述。

多维正态分布( )  

它将⼀维正态分布推⼴到⾼维，可得多维正态分布的概密函数

其中  为  维随机向量，  为  维均值向量，  为  阶协⽅差矩阵，通常要求其正定。其表达计作  。如果 
 ，则该分布退化为⼀维正态分布。同样可证明其在  内的积分值为  。

如果  ，则为标准正态分布，记为  ，联合概密函数为

此时随机向量的各分量相互独⽴，且各⾃服从⼀维标准正态分布  。

如图，其为钟形曲⾯，均值点有极⼤值，远离时递减。python 的 random.randn 可⽣成正态分布的随机数。

考虑⼆维正态分布，其均值向量和协⽅差矩阵为：



其概密函数可写为

 称为相关系数，如果值为  ，则  相互独⽴。下⾯计算边缘密度函数，如果令 
 ，则有

因此  服从正态分布  ，类似得到  服从正态分布  。如果⼆者相互独⽴，  ，则有

下⾯计算条件概密函数，根据定义

服从正态分布   ，  仍然是正态分布，且均值与另⼀个变量  有关，

 同理。

推⼴到多维，假设  服从正态分布  。将该向量拆成两部分 

 ，整个向量可以分块表示为  。

相应的均值向量和协⽅差向量可拆分为

⾼斯混合模型  

 

12.  算法(  , 期望最⼤化算法)  

⾸先介绍  不等式，它将应⽤于后续算法推导。

 不等式  

回顾第 Lesson 3 优化⽅法基础 中的凸优化定义，如果  是⼀个凸函数，  ，则有：

将上式从两个点推⼴到  个点，如果



可以得到，对于  有

如果将  看作⼀个随机变量，  是其概率分布，则有

从⽽得到  不等式：

对于凹函数，不等式反号。

如果  是严格凸函数且  不是常数，则有：

如果  是严格凸函数，当且仅当随机变量  是常数时，不等式取等号：

 不等式可以推⼴到随机向量的情况，我们将利⽤该不等式取推导求解含有隐变量的最⼤似然估计问题的  
算法。

算法原理  

 

算法过程  

 

13. ⼀些仅供参考奇奇怪怪的个⼈想法  

想了两天，结合⼀些学习过的算法，论⽂，做深度学习的模型构造经验，以及朋友毕设的问题，想了⼀些仅供参考的
奇奇怪怪的想法？不⼀定对，仅供参考。

很多学习问题及其应⽤，其实都可以看成相似度的度量问题。举例来说，⽤最⼤似然估计(当给出了标签和训练集 
 求使得  最⼤的参数  )求联合概率密度推导出的线性回归，⽤最⼤似然估计和交叉熵联合推导出的 

 回归和  回归，最⼤后验估计(引⼊后验)推导出的拉索回归( )、岭回归( )和⻉叶斯决策，基于
距离度量的  ，⽀持向量机的最胖类间 ，条件熵的计算以及决策树的⽣成，基于  散度的流形降
维，基于类间相似性度量的聚类算法，使⽤卷积算⼦度量数据之间互相关程度(为什么卷积是离散的乘法  ，因为本来
就可以看成两个概率矩阵，数据  和  的最⼤似然问题)，残差⽹络的恒等映射，稠密⽹络的特征融合，⾃注意⼒
机制⾥的输出特征图的矩阵哈达玛积，基于  散度的⽆监督对抗⽹络。这些算法，其实都是度量的不同类样本间，
或者说模型的输⼊和输出之间距离和相似度，或者说，模式之间的匹配程度，。



如果这⼀段你觉得有点陌⽣，或者难以理解，可以把全部的内容看完再回头看这⼀段，相信你也许会和我有些共鸣。
虽然我觉得这样总结稍微有些牵强，但是我觉得就像是所有的学习问题本质上都是最优化问题，其实所有的学习算法
的⽬标从概率的⻆度解释，都是共通的。这也是我觉得机器学习中理论的魅⼒所在吧。
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